
Ëåêöèÿ 7
Ý�ÌÈÒÎÂÛ ÝËÅÌÅÍÒÛ. ÑÈÑÒÅÌÛÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ

1. Êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûå ýðìèòîâû ýëåìåíòûÂ ñâîå âðåìÿ (ëåêöèÿ 2) ìû âîñïðèíÿëè êàê áîëüøîé óñïåõ ïîíèæåíèåòðåáîâàíèé ãëàäêîñòè ê èñêîìîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (1.1), (2.21) ñ C2(I)èëè H2(I) äî H1(I). Ýòèì ìû ïîëüçîâàëèñü íà ïðîòÿæåíèè âñåõ ïîñëå-äóþùèõ ëåêöèé, òðåáóÿ îò ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ëèøü íåïðåðûâíîñòèâ îáùèõ äëÿ äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ óçëàõ. Îäíàêî, åñëè èñêîìîå ðå-øåíèå îáëàäàåò á�îëüøåé, ÷åì H1, ãëàäêîñòüþ, òî èíîãäà öåëåñîîáðàçíî èïðèáëèæåííîå ðåøåíèå èñêàòü áîëåå ãëàäêèì.Ïîïûòàåìñÿ íàéòè êîíå÷íîýëåìåíòíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), (2.21), êî-òîðîå íå òîëüêî íåïðåðûâíî, íî è îáëàäàåò íåïðåðûâíûìè ïåðâûìè ïðî-èçâîäíûìè. ßñíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ �óíêöèé äëÿ ýòî-ãî íå ïîäõîäèò. Îáðàòèìñÿ ê êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûì �óíêöèÿì. Ïóñòü∗)
Sh

2,1 := {vh(x) ∈ C1(Ī)| vh|e(i) ∈ P2(e
(i)), i = 1, ..., N}. (1)�àçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà

dimSh
2,1 = 3N − 2(N − 1) = N + 2.

∗)Ïåðâûé èíäåêñ â îáîçíà÷åíèè êîíå÷íîýëåìåíòíîãî ïðîñòðàíñòâà óêàçûâàåò íà ñòåïåíü èñïîëü-çóåìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, à âòîðîé íà ãëàäêîñòü ýëåìåíòîâ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîñòðîåííûå ðàíåå ïðî-ñòðàíñòâà Sh
k ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîãëàøåíèÿ ìîæíî îáîçíà÷àòü Sh

k,0.87



88 Ëåêöèÿ 7Ê ñîæàëåíèþ, â Sh
2,1 íå ñóùåñòâóåò áàçèñà, ýëåìåíòû êîòîðîãî èìåëè áûìèíèìàëüíûé íîñèòåëü, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ. (Ôóíê-öèÿ èç Sh

2,1, ñ íîñèòåëåì íà e(i)
⋃

e(i+1) äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü âìåñòåñî ñâîåé ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ xi−1 è xi+1 (4 óñëîâèÿ), à òàêæåáûòü íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìîé â òî÷êå xi (2 óñëîâèÿ). Ýòèì øå-ñòè óñëîâèÿì íà e(i)
⋃

e(i+1) óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî òîæäåñòâåííûé íóëü.)Âîîáùå æå áàçèñ â Sh
2,1 êîíå÷íî ñóùåñòâóåò.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî, íàïðèìåð, ïðè N=2 (dimSh

2,1 = 4) â êà÷åñòâåòàêîâîãî ìîæåò áûòü âçÿòà ñîâîêóïíîñòü �óíêöèé ϕj(x), j=1,2,3,4, óäî-âëåòâîðÿþùèõ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
ϕ1(0) = 1, ϕ′

1(0) = 0, ϕ1(1) = 0, ϕ′
1(1) = 0,

ϕ2(0) = 0, ϕ′
2(0) = 1, ϕ2(1) = 0, ϕ′

2(1) = 0,

ϕ3(0) = 0, ϕ′
3(0) = 0, ϕ3(1) = 1, ϕ′

3(1) = 0,

ϕ4(0) = 0, ϕ′
4(0) = 0, ϕ4(1) = 0, ϕ′

4(1) = 1.

(2)Óêàçàííûå �óíêöèè èçîáðàæåíû íà ðèñ. 1. Ïðè ðàçëîæåíèè �óíêöèè
vh(x) èç Sh

2,1, ïî ýòîìó áàçèñó êîý��èöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ áóäóò çíà-÷åíèÿ ñàìîé �óíêöèè è åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ ñ êîîðäèíàòàìèíîëü è åäèíèöà. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòîé 1/2 ñâîèõ ïðåäñòàâèòåëåé ñðåäèêîý��èöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ íå èìååò; åå ðîëü îêàçàëàñü ÷èñòî âñïîìîãà-òåëüíîé.
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1. Êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íûå ýðìèòîâû ýëåìåíòû 89Ñäåëàííûå íàáëþäåíèÿ íàâîäÿò íà ìûñëü è ïðè äðóãèõN (îòëè÷íûõ îò 2) ðàññìàòðèâàòüýëåìåíòû ïàðàìè. Ïóñòü N â (1) ÷åòíîå ò.å. N=2M . Îáúåäèíèì ýëåìåíòû e(i) = [xi−1, xi] âñóïåðýëåìåíòû
ẽ(i) = e(2i−1)

⋃
e(2i), i = 1, ...,M. (3)Íàçîâåì óçëàìè ñóïåðýëåìåíòîâ (3) èõ êîíöû, ò.å. òî÷êè x2i, i = 0, 1, ...,M . Â äàëüíåéøèõïîñòðîåíèÿõ, ñâÿçàííûõ ñ Sh

2,1, ñóïåðýëåìåíòû (3) áóäóò èãðàòü òó æå ðîëü, ÷òî è êîíå÷íûåýëåìåíòû â ïðåäøåñòâóþùèõ ïîñòðîåíèÿõ.
x

0 1 2 2i − 2 2i − 1 2i N

0 1 i M

• • • • •

�èñ. 2
e(1) e(2) e(2i−1) e(2i)

ẽ(1) ẽ(i)ñóïåðýëåì.óçëû ︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî dim Sh
2,1 = N + 2 = 2(M + 1) ðîâíî â äâà ðàçà ïðåâîñõî-äèò ÷èñëî óçëîâ ñóïåðýëåìåíòîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîïûòàòüñÿ ïàðàìåòðèçîâàòü ïðîñòðàíñòâî

Sh
2,1 çíà÷åíèÿìè �óíêöèé è èõ ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ â óçëàõ ñóïåðýëåìåíòîâ. Òîãäà ñ êàæ-äûì èç óçëîâ áóäåò ñâÿçàíî ïî äâå áàçèñíûå �óíêöèè, îäíà èç êîòîðûõ èìååò â ýòîì óçëååäèíè÷íîå çíà÷åíèå è íóëåâóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, à â îñòàëüíûõ óçëàõ âìåñòå ñî ñâîåéïåðâîé ïðîèçâîäíîé îáðàùàåòñÿ â íóëü. Âòîðàÿ áàçèñíàÿ �óíêöèÿ äîëæíà îáðàùàòüñÿ âíóëü âî âñåõ óçëàõ, íî èìåòü åäèíè÷íóþ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ â äàííîì óçëå è íóëåâóþ âîâñåõ îñòàëüíûõ. Òàêèå áàçèñíûå �óíêöèè â ñàìîì äåëå ñóùåñòâóþò, èáî èõ çàäàíèå íà äâóõñîñåäíèõ ñóïåðýëåìåíòàõ (íà íîñèòåëå) îïðåäåëÿåòñÿ äâåíàäöàòüþ ïàðàìåòðàìè (ïî òðè íàêàæäîì èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ), êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äâåíàäöàòè óñëîâèÿì (ïîäâà â òî÷êàõ x2i∓1, íå ÿâëÿþùèõñÿ óçëàìè, ïî äâà â óçëàõ ñ êîîðäèíàòàìè x2i∓2 è ÷åòûðåâ óçëå x2i). Ïîñêîëüêó â êàæäîì óçëå ñóïåðýëåìåíòà çàäàåòñÿ ïî äâà ïàðàìåòðà, áóäåì ýòèóçëû íàçûâàòü äâóêðàòíûìè.Èòàê, èñïîëüçóÿ ïðîñòðàíñòâî Sh

2,1, ïðè N = 2M ìîæíî ïîñòðîèòüìåòîä êîíå÷íûõ ñóïåðýëåìåíòîâ ñ íåïðåðûâíî-äè��åðåíöèðóåìûì ïðè-áëèæåííûì ðåøåíèåì. Hî ìû ýòîãî äåëàòü íå áóäåì. Çàìåòèì ëèøü, ÷òîíà êàæäîì ñóïåðýëåìåíòå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ ïà-ðàìåòðàìè. Hî èìåííî ÷åòûðå êîý��èöèåíòà èìååò ìíîãî÷ëåí òðåòüåé



90 Ëåêöèÿ 7ñòåïåíè, òàê ÷òî âìåñòî Sh
2,1 ìîæíî ââåñòè ïðîñòðàíñòâî

Sh
3,1 = {vh(x) ∈ C1(Ī)| vh(x)|e(i) ∈ P3(e

(i)), i = 1, ..., N}, (4)ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà 2(N+1), è çàäàòü â íåì òó æå ïàðàìåòðèçà-öèþ, ÷òî è â Sh
2,1. Ýòî ïðèâåäåò íàñ ê áàçèñó, ýëåìåíòû êîòîðîãî èìåþòíîñèòåëü, ñîñòîÿùèé íå áîëåå ÷åì èç äâóõ ñîñåäíèõ ýëåìåíòîâ (à íå ñó-ïåðýëåìåíòîâ, êàê äëÿ Sh

2,1).2. Êóáè÷åñêèå ýðìèòîâû ýëåìåíòûÂîñïîëüçóåìñÿ ïðîñòðàíñòâîì Sh
3,1 èç (4) äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíå÷íîýëå-ìåíòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1), (2.21). Îãðàíè÷èìñÿ ïîñòðîåíèåì ìàòðè-öû æåñòêîñòè è âåêòîðà íàãðóçêè ýëåìåíòà, îñòàâèâ ñáîðêó ÷èòàòåëÿì.Óçëàìè (äâóêðàòíûìè) ýëåìåíòà íàçîâåì åãî êîíöû. Ôóíêöèè �îðìûíà e(i) îïðåäåëèì ïðè ïîìîùè ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè ϕk(t), óäî-âëåòâîðÿþùèõ íà îòðåçêå [0, 1] îñè Ot óñëîâèÿì (2). Ýòè �óíêöèè, êàêëåãêî âèäåòü, çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè �îðìóëàìè:

ϕ1(t) = (t − 1)2(2t + 1), ϕ2(t) = t(t − 1)2,

ϕ3(t) = t2(3 − 2t), ϕ4(t) = t2(t − 1);
(5)èõ âèä èçîáðàæåí íà ðèñ. 1. Ñàìè æå �óíêöèè �îðìû îïðåäåëèì ñîîò-íîøåíèÿìè

ϕ
(i)
2l−1(x) = ϕ2l−1

(
x − xi−1

h

)
, l = 1, 2,

ϕ
(i)
2l (x) = hϕ2l

(
x − xi−1

h

)
, l = 1, 2.

(6)Íîðìèðóþùèé ìíîæèòåëü h, �èãóðèðóþùèé â îïðåäåëåíèè �óíêöèé �îð-ìû ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè, äåëàåò èõ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ðàâíûìè åäèíèöåâ ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëàõ. Ýëåìåíò e(i)  äâóêðàòíûìè óçëàìè íà êîíöàõè �óíêöèÿìè �îðìû (6), (5) íàçûâàåòñÿ êóáè÷åñêèì ýðìèòîâûì ýëå-ìåíòîì â îòëè÷èå îò êóáè÷åñêîãî ýëåìåíòà ñ ÷åòûðüìÿ îäíîêðàòíûìèóçëàìè, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì. Ëàãðàíæåâûìè ÿâëÿþòñÿ èðàíåå ââåäåííûå ëèíåéíûå ýëåìåíòû ñ äâóìÿ îäíîêðàòíûìè óçëàìè íà



2. Êóáè÷åñêèå ýðìèòîâû ýëåìåíòû 91êîíöàõ, à òàêæå êâàäðàòè÷íûå ýëåìåíòû, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùåéëåêöèè. Ýòà òåðìèíîëîãèÿ áåðåò ñâîå íà÷àëî èç òåîðèè èíòåðïîëÿöèè.Îáðàòèìñÿ ê ïîñòðîåíèþ ìàòðèöû æåñòêîñòè. Ñîãëàñíî (6.16)
K(i)

p =

∫

e(i)




dϕ
(i)
1 /dx

dϕ
(i)
2 /dx

dϕ
(i)
3 /dx

dϕ
(i)
4 /dx


 p(x)

[
dϕ

(i)
1

dx

dϕ
(i)
2

dx

dϕ
(i)
3

dx

dϕ
(i)
4

dx

]
dx.

Ïîëàãàÿ çäåñü p(x) = onst = p, x ∈ e(i) è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííîéèíòåãðèðîâàíèÿ (6.17), ñ ó÷åòîì (6), (5) áóäåì èìåòü
K(i)

p =
1

h

∫ 1

0




ϕ′
1(t)

hϕ′
2(t)

ϕ′
3(t)

hϕ′
4(t)


 p[ϕ′

1(t) hϕ′
2(t) ϕ′

3(t) hϕ′
4(t)]dt =

=
p

h




6/5 h/10 −6/5 h/10
h/10 2h2/15 −h/10 −h2/30

−6/5 −h/10 6/5 −h/10
h/10 −h2/30 −h/10 2h2/15


 .

(7)
Ñîãëàñíî (6.20), (6), (5) ïðè q(x) = onst = q, x ∈ e(i)

M (i) =

∫

e(i)




ϕ
(i)
1

ϕ
(i)
2

ϕ
(i)
3

ϕ
(i)
4


q[ϕ

(i)
1 ϕ

(i)
2 ϕ

(i)
3 ϕ

(i)
4 ]dx =

= hq

∫ 1

0




ϕ1

hϕ2

ϕ3

hϕ4


[ϕ1 hϕ2 ϕ3 hϕ4]dt =

=
hq

420




156 22h 54 −13h
22h 4h2 13h −4h2

54 13h 156 −22h
−13h −4h2 −22h 4h2


.

(8)



92 Ëåêöèÿ 7Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèö (7) è (8) ïîëåçíû ïðåäñòàâëåíèÿòèïà (6.22),(6.23) è ñëåäóþùèå çà íèìè ðàññóæäåíèÿ.Ìàòðèöà æåñòêîñòè K(i) ýëåìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ èç (7), (8) ïî �îðìóëå(6.24).Èç (6.25), (6), (5) ïðè f(x) = onst = f, x ∈ e(i)

F (i) = hf

∫ 1

0

[ϕ1 hϕ2 ϕ3 hϕ4]
Tdt = hf [1/2 h/12 1/2 − h/12]T .(9)3. Çàäà÷à îá èçãèáå áàëêèÊîíå÷íîýëåìåíòíîå ïðîñòðàíñòâî Sh

3,1 èç (4) îêàçûâàåòñÿ ïðèãîäíûì èäëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ÷åòâåðòîãîïîðÿäêà. �àññìîòðèì çàäà÷ó î ðàâíîâåñèè îäíîðîäíîé áàëêè ïîñòîÿííîãîñå÷åíèÿ, íàõîäÿùåéñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàñïðåäåëåííîé ïîïåðå÷íîé íàãðóç-êè è èìåþùåé îäèí êîíåö çàäåëàííûì, à âòîðîé ñâîáîäíûì. Ìàòåìàòè÷å-ñêè çàäà÷à ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíà òàê: íàéòè ðåøåíèå äè��åðåí-öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
u(4) = f(x), 0 < x < 1, (10)êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì:

u(0) = u′(0) = 0, u′′(1) = u′′′(1) = 0. (11)Ïåðâûå äâà ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè, âòîðûå äâà � åñòå-ñòâåííûìè. ×òîáû ïîëó÷èòü âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó çàäà÷è (10),(11), óìíîæèì óðàâíåíèå (10) íà �óíêöèþ v(x), ïðîèíòåãðèðóåì ðåçóëü-òàò ïî îòðåçêó [0, 1] è ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü äâóêðàòíûì èíòåãðèðî-âàíèåì ïî ÷àñòÿì:
∫ 1

0

u(4)vdx = u′′′v|10 − u′′v′|10 +

∫ 1

0

u′′v′′dx =

∫ 1

0

fvdx.Ïîäñòàíîâêè ïðè x = 1 îáðàùàþòñÿ â íóëü â ñèëó âòîðîé ïàðû ãðàíè÷íûõóñëîâèé (11). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû v(x) óäîâëåòâîðÿëà ãëàâíûì ãðàíè÷íûì



3. Çàäà÷à îá èçãèáå áàëêè 93óñëîâèÿì (11), ò.å. v(0) = v′(0) = 0. Òîãäà îáðàùàåòñÿ â íóëü ïîäñòàíîâêàè ïðè x = 0, à âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
∫ 1

0

u′′v′′dx =

∫ 1

0

fvdx.Ïóñòü
H̃2(I) = {v(x) ∈ H2(I)| v(0) = v′(0) = 0},ãäå H2(I) � ñîáîëåâñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøå-íèåì (1.15). Òîãäà âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (10), (11) áóäåòòàêîâà:
u(x) ∈ H̃2(I) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H̃2(I), (12)ãäå

a(u, v) =

∫ 1

0

u′′v′′dx, l(v) =

∫ 1

0

fvdx.ßñíî, ÷òî Sh
3,1 ⊂ H2(I), à
S̃h

3,1 =

{
vh ∈ Sh

3,1

∣∣∣ vh(0) =
dvh

dx
(0) = 0

}
⊂ H̃2(I).Ïîýòîìó êîíå÷íîýëåìåíòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (12) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ

uh ∈ S̃h
3,1 : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ S̃h

3,1. (13)Ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i) äëÿ çàäà÷è (13) îïðåäåëÿåòñÿ áèëèíåé-íîé �îðìîé
a(i)(uh, vh) =

∫

e(i)

d2uh

dx2

d2vh

dx2
dx



94 Ëåêöèÿ 7è �óíêöèÿìè �îðìû (6). Èìååì
K(i) =

∫

e(i)




d2ϕ
(i)
1 /dx2

d2ϕ
(i)
2 /dx2

d2ϕ
(i)
3 /dx2

d2ϕ
(i)
4 /dx2




[
d2ϕ

(i)
1

dx2

d2ϕ
(i)
2

dx2

d2ϕ
(i)
3

dx2

d2ϕ
(i)
4

dx2

]
dx =

=
1

h3

∫ 1

0

[ϕ′′
1 hϕ′′

2 ϕ′′
3 hϕ′′

4]
T [ϕ′′

1 hϕ′′
2 ϕ′′

3 hϕ′′
4]dt =

=
1

h3




12 6h −12 6h

6h 4h2 −6h 2h2

−12 −6h 12 −6h

6h 2h2 −6h 4h2


,

(14)
ãäå ϕk(t) èç (5).Âåêòîð íàãðóçêè F (i) ýëåìåíòà èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â çàäà÷å (1.1),(2.21) è ïðè f(x) = onst = f äëÿ x ∈ e(i) çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (9). �ëî-áàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè �îðìèðóåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è â ïðåäû-äóùåì ïðèìåðå, à "ñíÿòèå �ëàæêîâ"îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì ãëàâíûõãðàíè÷íûõ óñëîâèé (11).4. Ñèñòåìû óðàâíåíèéÂ êà÷åñòâå çàâåðøàþùèõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ ê îáûêíîâåííûìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ðàññìîòðèì ñèñòåìû óðàâíåíèé.Ïðèìåð 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå ñèñòåìû

−u′′
1 + a11u1 + a12u2 = f1(x),

−u′′
2 + a21u1 + a22u2 = f2(x),

0 < x < 1, (15)óäîâëåòâîðÿþùåå îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ïåðâîãî ðîäà
u1(0) = u1(1) = u2(0) = u2(1) = 0. (16)Ââåäåì âåêòîðû

u =

[
u1

u2

]
, f =

[
f1

f2

] (17)



4. Ñèñòåìû óðàâíåíèé 95è ìàòðèöû
I =

[
1 0

0 1

]
, A =

[
a11 a12

a21 a22

]
. (18)Â âåêòîðíîì âèäå ñèñòåìà (15) çàïèøåòñÿ òàê:

(
−I

d2

dx2
+ A

)
u = f . (19)Äàäèì âàðèàöèîííóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (15), (16). Äëÿ ýòîãî óìíîæèìóðàâíåíèå (19) ñëåâà íà ïðîèçâîëüíûé âåêòîð vT = [v1 v2] è ðåçóëüòàòïðîèíòåãðèðóåì ïî (0, 1)

∫ 1

0

vT

(
−I

d2

dx2
+ A

)
udx =

∫ 1

0

vT fdx.Ïðåîáðàçîâûâàÿ òåïåðü ïåðâîå ñëàãàåìîå ëåâîé ÷àñòè ïðè ïîìîùè èíòå-ãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî v ∈ H1
0(I) × H1

0(I), ïîëó÷èìñëåäóþùóþ âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó: íàéòè
u ∈ H1

0(I) × H1
0(I) : a(u,v) = l(v) ∀v ∈ H1

0(I) × H1
0(I),ãäå

a(u,v) =

∫ 1

0

(v′Tu′ + vTAu)dx,

l(v) =

∫ 1

0

vT fdx.Áóäåì èñêàòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â âèäå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íåïðå-ðûâíûõ �óíêöèé, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå e(i). Óçëàìè ýëåìåíòàáóäóò åãî êîíöû, ëåâîìó èç êîòîðûõ ïðèñâîèì íîìåð 1, à ïðàâîìó � íî-ìåð 2. Òàê êàê ñèñòåìà (15) ñîäåðæèò äâå êîìïîíåíòû, òî óçëû áóäóòäâóêðàòíûìè. Ïóñòü, êàê îáû÷íî,
u

(i)
l = [ul,1 ul,2]

T , l = 1, 2� âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòà e(i) äëÿ êîìïîíåíòû uh
l , l = 1, 2ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, à

ϕ
(i)
1 (x) =

xi − x

h
, ϕ

(i)
2 (x) =

x − xi−1

h
(20)



96 Ëåêöèÿ 7� �óíêöèè �îðìû, îáðàçóþùèå ìàòðèöó
Φ(i) = [ϕ

(i)
1 ϕ

(i)
2 ].Òîãäà

uh
l = Φ(i)u

(i)
l , l = 1, 2, x ∈ e(i). (21)Ïóñòü

U (i) = [u1,1 u2,1 u1,2 u2,2]
T� âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé âñåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh íà e(i). Òàêêàê

u
(i)
l = SlU

(i),ãäå
S1 =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
, S2 =

[
0 1 0 0

0 0 0 1

](ñð. ñ (4.16), (4.17)), òî èç (21) ñëåäóåò, ÷òî
uh

l (x) = Φ(i)SlU
(i), l = 1, 2, x ∈ e(i)è ïîýòîìó

uh(x) =

[
Φ(i)S1

Φ(i)S2

]
U (i) = Φ(i)U (i),ãäå

Φ(i) =

[
ϕ

(i)
1 0 ϕ

(i)
2 0

0 ϕ
(i)
1 0 ϕ

(i)
2

]

� îáùàÿ ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû. Â ñèëó (20)
dΦ(i)

dx
=

[
−1/h 0 1/h 0

0 −1/h 0 1/h

]

è ìàòðèöà æåñòêîñòèK
(i)
1 ýëåìåíòà, îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå ∫

e(i)

v′Tu′dx,
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K

(i)
1 =

∫

e(i)

[
dΦ(i)

dx

]T
dΦ(i)

dx
dx =

=
1

h

∫ 1

0




−1 0
0 −1

1 0
0 1



[
−1 0 1 0

0 −1 0 1

]
dt =

1

h




1 0 −1 0
0 1 0 −1

−1 0 1 0
0 −1 0 1


.Áèëèíåéíîé æå �îðìå ∫

e(i)

vhTAuhdx îòâå÷àåò ìàòðèöà ìàññû
M (i) =

∫

e(i)

Φ(i)TAΦ(i)dx =

= h

∫ 1

0




1 − t 0
0 1 − t

t 0
0 t


A

[
1 − t 0 t 0

0 1 − t 0 t

]
dt =

= h

∫ 1

0

[
(1 − t)I

tI

]
A[(1 − t)I tI]dt = h

∫ 1

0

[
(1 − t)A

tA

]
[(1 − t)I tI]dt =

= h

∫ 1

0

[
(1 − t)2A t(1 − t)A
t(1 − t)A t2A

]
dt.Åñëè êîý��èöèåíòû aij îò x íå çàâèñÿò, òî

M (i) = h

[
(1/3)A (1/6)A
(1/6)A (1/3)A

]
= h

[
1/3 1/6
1/6 1/3

]
⊗ A,ãäå çíà÷êîì ⊗ îáîçíà÷åíî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.Èòàê, ìàòðèöà æåñòêîñòè ýëåìåíòà e(i), åñòü

K(i) =
1

h




1 0 −1 0

0 1 0 −1
−1 0 1 0
0 −1 0 1


+ h

[
1/3 1/6
1/6 1/3

]
⊗ A.Hà âû÷èñëåíèè âåêòîðà íàãðóçêè ìû îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.



98 Ëåêöèÿ 7Ïðèìåð 2. Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ
− d

dx

(
p1(x)

du1

dx

)
+ a11u1 + a12u2 = f1(x),

d2

dx2

(
p2(x)

d2u2

dx2

)
+ a21u1 + a22u2 = f2(x),

0 < x < 1, (22)à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ îäíîðîäíûìè ïåðâîãî ðîäà
u1(0) = u1(1) = u2(0) = u′

2(0) = u2(1) = u′
2(1) = 0. (23)Åñëè îáîçíà÷èòü

D1 =

[
p1(x) 0

0 0

]
, D2 =

[
0 0

0 p2(x)

]è ïðèíÿòü âî âíèìàíèå (18), (17), òî ñèñòåìó (22) ìîæíî çàïèñàòü â âåê-òîðíîì âèäå [
d2

dx2
D2

d2

dx2
− d

dx
D1

d

dx
+ A

]
u = f ,îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (22), (23): íàé-òè

u ∈ H1
0(I) × H2

0(I) : a(u,v) = l(v) ∀v ∈ H1
0(I) × H2

0(I),ãäå
a(u,v) =

∫ 1

0

[
v′′TD2u

′′ + v′TD1u
′ + vTAu

]
dx =

=

∫ 1

0

[
p2v

′′
2u

′′
2 + p1v

′
1u

′
1 + vTAu

]
dx,à

l(v) =

∫ 1

0

vT fdx.Ïîñêîëüêó âòîðàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ ðàñïîëîæåíà â H2(I), òî äëÿåå ïðèáëèæåíèÿ ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïî êðàéíåé ìåðå êîíå÷íîýëåìåíò-íîå ïðîñòðàíñòâî Sh
3,1 èç (4), â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ

u1 ∈ H1(I) äîñòàòî÷íî è Sh
1 èç (3.8) èëè Sh

2 èç (6.1), õîòÿ ìîæíî âçÿòü



4. Ñèñòåìû óðàâíåíèé 99è òî æå ïðîñòðàíñòâî Sh
3,1. Âîïðåêè çäðàâîìó ñìûñëó, ñâÿçàííîìó ñ ñîîá-ðàæåíèåì ðàâíîòî÷íîñòè ïðèáëèæåíèé îáåèõ êîìïîíåíò ðåøåíèÿ, áóäåìäëÿ ðàçíîîáðàçèÿ ïîëàãàòü, ÷òî uh

1 ∈ Sh
1 , à uh

2 ∈ Sh
3,1.Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå óçëàìè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà áóäóò åãîêîíöû � ëåâûé ñ íîìåðîì 1 è ïðàâûé ñ íîìåðîì 2. Íî òåïåðü óçëû áóäóòòðåõêðàòíûìè. Ïóñòü

u
(i)
1 = [u1,1 u1,2]

T , u
(i)
2 =

[
u2,1 u′

2,1 u2,2 u′
2,2

]T� âåêòîðû óçëîâûõ çíà÷åíèé ýëåìåíòà e(i) êîìïîíåíò uh
l , l = 1, 2 ïðèáëè-æåííîãî ðåøåíèÿ, à

Φ
(i)
1 =

[
ϕ

(i)
1,1 ϕ

(i)
1,2

] è Φ
(i)
2 =

[
ϕ

(i)
2,1 ϕ

(i)
2,2 ϕ

(i)
2,3 ϕ

(i)
2,4

]� ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû �óíêöèé �îðìû, ãäå ϕ
(i)
1,j ñóòü ϕ

(i)
j èç (20),à ϕ

(i)
2,j ≡ ϕ

(i)
j èç (6), (5). Òîãäà

uh
l = Φ

(i)
l u

(i)
l , l = 1, 2, x ∈ e(i).Ïóñòü

U (i) =
[
u1,1 u2,1 u′

2,1 u1,2 u2,2 u′
2,2

]T� âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé âñåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ uh íà e(i). Òî-ãäà u
(i)
l = SlU

(i), ãäå
S1 =

[
1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

]
, S2 =




0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


,à uh

l (x) = Φ
(i)
l SlU

(i) ïðè x ∈ e(i). Ïîýòîìó
uh(x) =

[
Φ

(i)
1 S1

Φ
(i)
2 S2

]
U (i) = Φ(i)U (i),ãäå

Φ(i) =

[
ϕ

(i)
11 0 0 ϕ

(i)
12 0 0

0 ϕ
(i)
21 ϕ

(i)
22 0 ϕ

(i)
23 ϕ

(i)
24

]



100 Ëåêöèÿ 7� îáùàÿ ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû. Íàêîíåö, íàõîäèì ìàòðèöó æåñòêîñòèýëåìåíòà
K(i) =

∫

e(i)

{[
d2Φ(i)

dx2

]T

D2
d2Φ(i)

dx2
+

[
dΦ(i)

dx

]T

D1
dΦ(i)

dx
+

+ Φ(i)TAΦ(i)
}

dx = K
(i)
1 + K

(i)
2 + K

(i)
3 ,ãäå

K
(i)
1 =

∫

e(i)

p2(x)




0 0 0 0 0 0

0 (ϕ′′
21)

2 ϕ′′
22ϕ

′′
21 0 ϕ′′

23ϕ
′′
21 ϕ′′

24ϕ
′′
21

0 ϕ′′
21ϕ

′′
22 (ϕ′′

22)
2 0 ϕ′′

23ϕ
′′
22 ϕ′′

24ϕ
′′
22

0 0 0 0 0 0
0 ϕ′′

21ϕ
′′
23 ϕ′′

22ϕ
′′
23 0 (ϕ′′

23)
2 ϕ′′

24ϕ
′′
23

0 ϕ′′
21ϕ

′′
24 ϕ′′

22ϕ
′′
24 0 ϕ′′

23ϕ
′′
24 (ϕ′′

24)
2




dx,

K
(i)
2 =

∫

e(i)

p1(x)




(ϕ′
11)

2 0 0 ϕ′
12ϕ

′
11 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
ϕ′

11ϕ
′
12 0 0 (ϕ′

12)
2 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




dx

è ò.ä. 5. Óïðàæíåíèÿ1. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû (7), (8) è (14), èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òèïà(6.22), (6.23) è ñëåäóþùèå çà íèìè ðàññóæäåíèÿ.2. Ïîñòðîèòü âåêòîð íàãðóçêè ýëåìåíòà äëÿ çàäà÷è èç ïðèìåðà 1.
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